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二维特殊 Lagrangian 方程解的幂凸性

中 文 摘 要

对于给定凸区域上椭圆偏微分方程的边值问题, 边界的凸性是否会对解的凸性产
生影响? 本文主要研究了二维特殊 Lagrangian 方程 Dirichlet 问题解的幂凸性. 关于
完全非线性椭圆方程解的幂凸性问题, 之前已经知道了三维 2-Hessian 方程解的幂凸
性, 我们现在给出了一个新的例子来继续充实这一主题. 证明的关键包含了微观凸性
原理和形变方法. 具体地说, 本文主要结果如下:

令 Ω 为 R2 中的有界光滑严格凸区域. 令 θ ∈ (0,π/2) 为常数. 设 u ∈ C∞(Ω̄) 为

Dirichlet 问题




arctanλ1 + arctanλ2 = θ 在 Ω 中

u = 0 在 ∂Ω 上,

的唯一解,其中 λ = (λ1,λ2)为解的 Hessian矩阵D2u的特征值,那么函数 v = −
√
−2u

在 Ω 上是严格凸的.

关键词: 幂凸性; 特殊 Lagrangian 方程; 常秩定理
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Power convexity of solutions to a special Lagrangian
equation in dimension two

Abstract

Given an elliptic boundary value problem on a bounded convex domain in Rn,
does the solution inherit some convexity properties from the boundary? In this paper,
we prove power convexity result of solution to Dirichlet problem of special Lagrangian
equation in dimension two. This provides new example of fully nonlinear elliptic bound-
ary value problem whose solution shares power convexity property previously only knew
for 2-Hessian equation in dimension three. The key ingredients consist of microscopic
convexity principles and deformation methods. More precisely, the main results of the
paper are as follows.

Let Ω be a bounded, smooth, strictly convex domain in R2. Let θ ∈ (0,π/2) be a
constant. Assume that u ∈ C∞(Ω̄) be the unique solution of Dirichlet problem





arctanλ1 + arctanλ2 = θ in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

where λ = (λ1,λ2) are the eigenvalues of D2u. Then the function v = −
√
−2u is strictly

convex in Ω.

Key words: Power convexity; special Lagrangian equation; constant rank theorem
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兰州大学硕士学位论文 二维特殊 Lagrangian 方程解的幂凸性

第一章 引言

对于给定 Rn 中有界凸区域上椭圆方程的边值问题, 我们想考虑边界的凸性是否
会对解的凸性产生影响. 从上个世纪开始, 已经有很多人研究这一主题. 这个问题主要
涉及到两个方面的内容: 分别是解的凸性和解的水平集的凸性. 本文主要讨论解的凸
性问题. 接下来, 首先我们将回顾椭圆方程解的凸性问题的研究历史和现状, 然后简单
回顾特殊 Lagrangian 方程的基本结果, 最后给出本文的主要结果.

1.1 椭圆偏微分方程解的凸性问题的研究历史和现状

凸性问题的研究由来已久, 早在上世纪二十年代, Caratheodory[2] 利用共形映
射的方法证明了平面有界凸区域上 Green 函数的水平集是严格凸曲线. 1957 年,
Gabriel[16] 得到了 3 维情形的相应结果. 随后, Lewis[32], Caffarelli-Spruck[14], Ko-
revaar[28] 将 Gabriel 的方法推广到高维情形以及更一般的椭圆方程中. 关于解的水平
集的凸性问题的讨论可以参见 [6, 19, 20, 35, 38, 49, 52].

关于解的凸性问题, 半个世纪以前, Makar-Limanov[39] 研究了扭转刚性问题, 他
们得到如下结果

定理 1.1 (Makar-Limanov[39]) 令 Ω 为 R2 中的有界光滑严格凸区域. 设 u ∈
C∞(Ω̄) 为 Dirichlet 问题





∆u = −2 在 Ω 中

u = 0 在 ∂Ω 上.
(1.1)

的唯一解, 则函数 v = −
√
u 在 Ω 上是严格凸的.

Acker-Payne-Philippin[1] 利用 Makar-Limanov 的方法研究了平面有界凸区域上
Laplace 算子第一 Dirichlet 特征函数的对数凹性, 即 Dirichlet 问题






∆u+ λ1u = 0 在 Ω 中,

u > 0 在 Ω 中,

u = 0 在 ∂Ω 上.

的解 u 是对数凹的. 最近, Ma-Shi-Ye[36] 和 Jia-Ma-Shi[24] 利用这个技巧将扭转刚性
问题和第一 Dirichlet 特征值问题解的凸性推广到高维情形.
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上世纪八十年代, Korevaar[26, 27] 在一些拟线性椭圆方程解的凸性问题上有了一
些突破. 具体而言, 设 Ω 为 Rn 中的一个有界凸区域, u 为相应边值问题的解, 他们引
进测试函数

C(x, y,λ) = u((1− λ)x+ λy)− (1− λ)u(x)− λu(y), (1.2)

其中 (x, y,λ) ∈ Ω̄× Ω̄× [0, 1]. 显然 C(x, y,λ) 的非负性等价于 u 的凹性. 这种方法称
为 Korevaar 凹性 (凸性) 极大值原理. 具体地说,

定理 1.2 (Korevaar[26]) 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) 满足椭圆方程

n∑

i,j=1

aij(∇u)uij = f(u,∇u) in Ω,

其中函数 f 满足
∂f

∂u
> 0,

∂2f

∂u2
≤ 0.

则测试函数 (1.2) 不能在 Ω̄× Ω̄× [0, 1] 的内点处取得正的极大值.

后来, Kennington[25]提出了一个改进版本,可以得到更多的椭圆方程边值问题解
的幂凹性. 特别地, Kennington 指出在高维情况下方程 (1.1) 解的 1/2 次幂是凹的, 且
凹性指数 1/2 是最优的.

对于 p-Laplace 算子, 由于缺少解的正则性, 所以不能直接使用上面的凹性极大值
原理. 但是根据合适的逼近理论, 也能够得到相应的凹性结果, 参见 [8, 41]. 1997 年,
Alvarez-Lasry-Lions[3] 提出了一个新的方法, 即凸包络的方法, 能够建立 Rn 中有界凸

区域上完全非线性二阶退化椭圆方程

F (x, u,∇u,D2u) = 0

粘性解的凸性. 具体地说,

定理 1.3 (Alvarez-Lasry-Lions[3]) 令 Ω 为 Rn 中有界光滑凸区域, 设 Sn 为

全体 n× n 阶实对称矩阵构成的集合, F ∈ C(Ω̄× R× Rn × Sn) 为退化椭圆的, 即若
A,B ∈ Sn, A ≥ B, 则

F (x, r, p, A) ≤ F (x, r, p, B).

设 u ∈ C(Ω̄) 满足方程

F (x, u(x),∇u(x), D2u(x)) = 0 在 Ω 中. (1.3)
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若 F 满足如下条件:
(1)F 满足逆凹条件, 即对任意的 (x, r, p,Q) ∈ Ω̄×R×Rn × Sn

++, 其中 Sn
++ 表示全体

n× n 阶实对称正定矩阵构成的集合, 有

(x, r,Q) )−→ F (x, r, p,Q−1)为凹;

(2)F 满足比较原理, 即若 u ∈ C(Ω̄) 为方程 (1.3) 的下解, 下半连续函数 v 为方程

(1.3) 的上解, 则在 Ω̄ 中 u ≤ v.
则方程 (1.3) 的解 u 是凸的.

特别地, 他们给出了 [25, 26, 27] 中结果的新证明. 这个方法也被推广到直接处理某
些椭圆边值问题解的凸性, 以及 [7, 22] 中半线性椭圆方程组解的凸性. 最近, Crasta-
Fragalà[15] 证明了





∆∞u = −1 在 Ω 中,

u = 0 在 ∂Ω 上

的唯一解是 3/4 凹的, 并且得到解是 C1 光滑的.
另外一个处理解的凸性问题的工具被称为微观凸性方法 (也被称为常秩定理). 这

个方法首先是由 Caffarelli-Friedman[11]针对二维情况下的半线性椭圆方程提出的. 随
后, Korevaar-Lewis[29] 得到了高维情况下的结果. 再结合形变理论, 他们重新证明了
扭转函数是 1/2 凹的以及第一 Dirichlet 特征函数是对数凹的.

接下来我们简要叙述常秩定理的基本原理. 对于给定凸区域 Ω 上的某个椭圆方

程, 若方程的解是唯一的, 则先在球上证明相应方程的解是严格凸的, 然后将区域由球
连续形变到给定的凸区域 Ω. 若在形变过程中的某个时刻, 解不是严格凸的, 当建立了
常秩定理之后, 则解在整个区域 Ω 上处处非严格凸的. 再由边界凸性估计 ([11], [27])
可知解在边界附近为严格凸的, 从而可以导出矛盾.

关于常秩定理的应用, 可以参见 [5, 12, 17, 18, 33, 37, 45, 46].
最后我们需要特别指出的是 [37] 和 [33], 作者研究了 3 维欧氏空间中涉及 2-

Hessian 算子 Dirichlet 问题解的幂凸性. 具体地, 他们考虑了如下方程,





σ2(D2u) = 1 在 Ω ⊂ R3 中,

u = 0 在 ∂Ω 上,

u < 0 在 Ω 中,

(1.4)
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和





σ2(D2u) = Λ(−u)2 在 Ω ⊂ R3 中,

u = 0 在 ∂Ω 上,

u < 0 在 Ω 中.

其中,
σ2(D

2u(x)) = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3, 在 Ω ⊂ R3 中,

λ1,λ2,λ3 为 D2u(x) 的特征值. 他们分别证明了 −
√
−u 和 − log(−u) 在 Ω ⊂ R3 上

是严格凸的. 作为应用, Liu-Ma-Xu[33] 得到了关于 2-Hessian 算子特征值的 Brunn-
Minkowski 不等式.

为了叙述的严谨性, 我们给出幂凸性的定义. 设 α 为正实数, u 为定义在有界凸区
域 Ω 上的非负函数, 若 uα 为 Ω 上的凸函数, 则称 u 为 α-凸的. 特别地, 当 u 为常数

时, 我们称 u 为 α-凸的, 其中 α = +∞; 当 logu 为凸函数时, 我们称 u 为 0-凸的.
在本文中, 我们证明了一类新的完全非线性椭圆方程解的幂凸性, 即特殊 La-

grangian 方程. 这意味着, 在完全非线性椭圆方程解的幂凸性课题中, 继 [37] 之后, 我
们提供了一个新的具体的例子.

1.2 特殊 Lagrangian 方程

接下来我们简要回顾特殊 Lagrangian 方程
n∑

i=1

arctanλi = θ, |θ| < nπ

2
, n ≥ 2 (1.5)

的基本结果, 其中 λ = (λ1,λ2, · · · ,λn) 为解的 Hessian 矩阵 D2u 的特征值.
方程 (1.5) 最开始出现在 Calibrated 几何 [21] 的研究中. 如果复数

(1 +
√
−1λ1)(1 +

√
−1λ2) · · · (1 +

√
−1λn)

为常数或 θ 为常数时, 则 Lagrangian 图 (x,∇u(x)) ⊂ Rn × Rn 被称为特殊的, 并且
Lagrangian 图为特殊的当且仅当梯度图 (x,∇u(x)) 是 Rn × Rn 中的一个极小曲面.

当 |θ| > (n− 2)π/2 时, 水平集

Γθ =

{
λ ∈ Rn : λ 满足方程

n∑

i=1

arctanλi = θ, n ≥ 2

}

4
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为凸的,我们称 θ = (n−2)π/2为临界的. 对于临界和超临界情形,即 |θ| ≥ (n−2)π/2,
[48, 50, 51] 得到了方程 (1.5) 的内部 C2 估计. 对于次临界情形 |θ| < (n − 2)π/2,
Nadirashvili-Vlăduţ[40] 和 Wang-Yuan[47] 独立构造方程 (1.5) 的非正则解.

当 |θ| ≥ (n − 2)π/2 时, Lu[34] 在 ψ,φ 及 Ω 满足一定条件的情况下, 解决了如下
Dirichlet 问题






n∑
i=1

arctanλi = ψ 在 Ω 中,

u = φ 在 ∂Ω 上

解的存在性问题. 我们给出他们的存在性定理中的一个特殊情形如下,

定理 1.4 (Lu[34]) 令 Ω为 Rn中的有界光滑严格凸区域. 令 θ ∈ [(n− 2)π/2, (n− 1)π/2)

为常数. 则 Dirichlet 问题





n∑
i=1

arctanλi = θ 在 Ω 中,

u = 0 在 ∂Ω 上

有唯一解 u ∈ C∞(Ω̄).

1.3 本文的主要结果

下面是本文的主要结果,本结果基于文献 Zhang-Zhou[53],即二维特殊 Lagrangian
方程 Dirichlet 问题解的幂凸性. 具体地说,

定理 1.5 (Zhang-Zhou[53]) 令 Ω 为 R2 中的有界光滑严格凸区域. 令 θ ∈
(0,π/2) 为常数. 设 u ∈ C∞(Ω̄) 为 Dirichlet 问题





arctanλ1 + arctanλ2 = θ 在 Ω 中,

u = 0 在 ∂Ω 上,
(1.6)

的唯一解, 其中 λ = (λ1,λ2) 为解的 Hessian 矩阵 D2u 的特征值. 则函数 v = −
√
−2u

在 Ω 上是严格凸的.

为了简单明了的了解如何利用常秩定理处理椭圆方程解的凸性问题, 在第二章,
我们将简要回顾文献 Makar-Limanov[39] 的结果 (定理 1.1), 即 2 维扭转刚性函数的
幂凸性. 我们首先给出 Korevaar[27] 和 Caffarelli-Friedman[11] 建立的边界凸性估计,
然后利用强极值原理建立常秩定理, 并结合连续性方法得到定理 1.1的证明.

5
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第三章, 我们将给出定理 1.5的证明. 我们首先对二维特殊 Lagrangian 方程利用
强极值原理建立常秩定理, 然后利用连续性方法给出定理 1.5的证明, 即 −

√
−2u在 Ω

上严格凸的, 并说明凹性指数 1/2 为最优的. 具体地说, 对于函数 v(x) = −(−2u(x))α,
其中 u(x) 为方程 (1.6) 的解, 我们找到区域 C, 使得当 α > 1/2 时, v(x) 在区域 C 上
不为凸函数.

6
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第二章 二维扭转刚性函数的幂凸性

在这一章, 我们证明 Makar-Limanov[39] 的结果, 即给出二维扭转刚性函数的幂
凸性. 具体地说,

定理 2.6 (Makar-Limanov[39]) 令 Ω 为 R2 中的有界光滑严格凸区域. 设 u ∈
C∞(Ω̄) 为 Dirichlet 问题





∆u = −2 在 Ω 中,

u = 0 在 ∂Ω 上.

的唯一解, 则函数 v = −
√
u 在 Ω 上是严格凸的.

为了简化计算, 我们首先对记号做一些说明, 本文后续将直接使用这些记号.
设 h(x) 和 k(x) 为区域 O 上的函数, 若存在正常数 C1, 使得

h(x)− k(x) ≤ C1(|∇φ(x)|+ φ(x))

成立, 其中 φ(x) = detD2v(x), 则记为 h(x) ! k(x); 若 h(x) ! k(x) 且 k(x) ! h(x), 则
记为 h(x) ∼ k(x); 若上述不等式对任意的 x ∈ O 都成立, 且 C1 是关于 φ(x) 及其高阶

导数的一致常数, 则记为 h ! k; 若 h ! k 且 k ! h, 则记为 h ∼ k.
我们再给出一个椭圆偏微分方程中众所周知的结果——强极值原理.
令 Ω 为 Rn 中的有界光滑区域, 考虑二阶椭圆算子

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)uij(x) +
n∑

i=1

bi(x)ui(x) + c(x)u(x),

其中 aij(x), bi(x), c(x) ∈ C(Ω̄), 且 aij(x) 满足

aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2, ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn, λ > 0,

L 称为 Ω 上的严格椭圆算子.

定理 2.7 (强极值原理) 令 Ω 为 Rn 中的有界光滑区域, 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄).
若在区域 Ω 中, Lu ≥ 0, c(x) ≤ 0, 且 u(x) 在 Ω 内部达到最大值, 则 u(x) 在整个 Ω

上为常数.

下面我们先建立一个边界凸性估计, 即 Korevaar[27], Caffarelli-Friedman[11] 得到
的结果, 为了保证本文证明的完整性, 我们将给出其完整证明. 随后, 我们利用强极值
原理 (定理 2.7) 建立常秩定理, 并结合连续性方法从而得到定理 2.6的证明.

7
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2.1 边界凸性估计

本节的证明基于文献 Korevaar[27].

引理 2.1 (Korevaar[27]) 令 Ω 为 Rn 中的有界光滑严格凸区域. 令 u ∈ C2(Ω̄)

满足

u < 0, 在 Ω 中, u = 0, 在 ∂Ω 中, ∇u · ν > 0, 在 ∂Ω 上,

其中 ν 为 ∂Ω 上的内法向量. 则存在 ε > 0 使得函数 v = −(−u)α(0 < α < 1) 在区域
Ω \ Ωε 上是严格凸的, 其中

Ωε = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > ε}.

证明: 为了说明 v 在 Ω \ Ωε 上为严格凸函数, 只需证明: 对任意的 x ∈ Ω \ Ωε,
D2v(x) 为正定矩阵. 直接计算有,

D2v(x) = −α(α− 1)(−u)α−2∇u · (∇u)T + α(−u)α−1D2u,

其中 (∇u)T = (u1, · · · , un).
显然矩阵 ∇u · (∇u)T 为半正定矩阵, 事实上, 任取 η = (η1, · · · , ηn) ∈ Rn, 有

η(∇u)(∇u)TηT = |η∇u|2 ≥ 0.

若 x ∈ ∂Ω, 由于在边界 ∂Ω 上, ∇u · ν > 0, 则 ∇u = kν, k > 0, 从而在边界 ∂Ω 上,

η(∇u)(∇u)TηT > 0 当且仅当 η 不为 ∂Ω 上的切向量.

事实上, 若 η 为边界上的切向量, 又 ∇u = kν, 则

η(∇u)(∇u)TηT = 0.

另一方面, 若 x ∈ ∂Ω, 则矩阵 D2u(x) 在所有的切向上均为正定的.
我们考虑边界 ∂Ω 的邻域上的法向量场 ν(x) (可将 ∂Ω 上法向量 ν(x) 光滑变化

到 ∂Ω 的邻域上). 此时在边界的邻域上, 若 η · ν(x) = 0, 则称 η 为切向, 其他方向称为
非切向.

由于 D2u(x) 为连续的, 若方向 η 充分接近切向, 且 x ∈ Ω \ Ωε (ε 充分小), 则
D2u(x) 在 η 方向上正定, 从而 α(−u)α−1D2u 在 η 方向上正定.

由于

lim
u→0−

α(−u)α−1

−α(α− 1)(−u)α−2
= lim

u→u−

1

1− α
(−u) = 0,

8
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则取充分窄的 Ω \ Ωε, 使得 α(−u)α−1

−α(α−1)(−u)α−2 充分小. 再取 ∇u 足够接近法向, 使得对于
除了充分接近切向以外的其他任意方向 η, 有

−α(α− 1)(−u)α−2η(∇u) · (∇u)TηT > α(−u)α−1η(D2u)ηT .

综上所述, D2v(x) 在 Ω \ Ωε 上为正定的. "

2.2 定理 2.6 的证明

这一节我们将给出定理 2.6的证明. 证明的思路简要如下: 我们首先考虑区域为
单位球 B1 时方程 (2.1) 的解, 验证其为严格凸函数. 然后将区域由单位球形变到给定
的严格凸区域 Ω, 我们假设在形变中的某一时刻 t0 处解在某一点是凸的, 但非严格凸.
为了寻求矛盾 (一旦找到矛盾, 则 v 在 Ω 上为严格凸函数), 我们建立常秩定理, 即在
t0 时刻解在整个区域上是处处非严格凸的. 最后结合引理 2.1可知这是不可能的, 从
而导出矛盾.

下面给出定理 2.6的详细证明.
证明: 令 v = −

√
u, 则有

ui = 2vvi, uij = 2vvij + 2vivj, i, j = 1, 2

且

∆u = 2v∆v + 2|∇v|2,

从而

∆v = −1 + |∇v|2

v
,

即 v 为 Dirichlet 问题





∆v = −1+|∇v|2
v 在 Ω 中,

v < 0 在 Ω 中

v = 0 在 ∂Ω 上

(2.1)

的唯一解.
我们分两步完成定理的证明.

第一步: 连续性方法.

9
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我们考虑如下区域的形变

Ωt = (1− t)B1 + tΩ, 0 ≤ t ≤ 1,

其中 B1 为单位球, Ω 为给定的有界光滑严格凸区域. 当 t = 0 时, Ω0 = B1; 当 t = 1

时, Ω1 = Ω. 根据凸体几何的理论, 我们知道 B1 可以通过 {Ωt}0≤t≤1 光滑形变得到 Ω,
其中任意的区域 Ωt 均为有界光滑严格凸区域.

当区域 Ω 为单位球 B1 时,

v0(x) = −
√

1− |x|2
2

, x ∈ B1

为 Dirichlet 问题 (2.1) 的唯一解. 显然 v0 为 B1 上的严格凸函数. 事实上, 我们有

v0,ij(x) =
1

4

(
1− |x|2

2

)− 3
2

((|1− |x|2)δij + xixj),

从而 D2v0(x) 为正定矩阵.
假设 vt 为 Dirichlet 问题






∆v = −1+|∇v|2
v 在 Ωt 中,

v < 0 在 Ωt 中,

v = 0 在 ∂Ωt 上,

的唯一解. 当 t = 0 时, v0 在 Ω0 = B1 上为严格凸函数. 假设当 t −→ t0 ∈ (0, 1] 时, vt0
在 Ωt0 上为凸函数, 但不是严格凸函数, 即在 Ωt0 中某一点 x0 处有 rank(D2vt0(x0)) =

1. 我们想说明这个是不可能的, 从而当 t = 1 时, D2v1 = D2v 在 Ω 上为正定矩阵, 即
v(x) 在 Ω 上为严格凸函数.

第二步: 常秩定理.
为了说明上述的“不可能”, 我们需要建立常秩定理, 即 vt0 在 Ωt0 上为凸函数,

则 rank(D2vt0(x)) ≡ 1, ∀x ∈ Ωt0 . 这时, 结合引理 2.1 (边界凸性估计), 从而找到
矛盾. 事实上, 由引理 2.1知 vt0 在 ∂Ωt0 附近是严格凸的, 即 rank(D2vt0(x)) = 2,
∀x ∈ Ωt0 \ Ωt0,ε, 又 rank(D2vt0(x)) = 1, ∀x ∈ Ωt0 . 因此得到了最终的结果.

下面我们将建立常秩定理.
假设 v(x) ∈ C∞(Ω) 为方程 (2.1) 的凸解, 设 x0 ∈ Ω 使得

l = min
x∈Ω

rank(D2v(x)) = rank(D2v(x0)).

10
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我们需要说明

rank(D2v(x)) ≡ l, ∀x ∈ Ω.

若 l = 0, 则 D2v(x) 为零矩阵, 从而 v(x) 不满足方程 (2.1); 若 l = 2, 则结论是平
凡的. 因此我们只需考虑 l = 1 的情形.

定义集合

Ω∗ = {x ∈ Ω | rank(D2v(x)) = 1}.

根据连续性, 则 Ω∗ 为 Ω 中的闭集. 接下来需要说明 Ω∗ 为 Ω 中的开集. 对于 Ω∗ 中的

任意一点 x0, 取充分小的邻域 O, 记 φ(x) = detD2v(x), 则有

φ(x0) = 0, φ(x) ≥ 0, ∀x ∈ O.

根据强极值原理 (定理 2.7), 若建立如下估计

∆φ(x) ≤ C(|∇φ|+ φ) 在 O 中, (2.2)

则

φ(x) ≡ 0 在 O 中,

从而 Ω∗ 为 Ω 中的开集, 故 Ω = Ω∗, 即

rank(D2v(x)) = l, ∀x ∈ Ω.

接下来问题的关键在于建立估计 (2.2).
首先固定一点 x ∈ O, 选取合适的正交坐标系, 使得 D2v(x) 为对角矩阵, 且满足

v11(x) ≥ v22(x) ≥ 0.

我们下面的计算将在固定的点 x ∈ O 上进行. 由于 D2v(x) 为对角矩阵, 则

0 ∼ φ = v11v22.

由于 v(x) 为凸函数且 D2v(x) 在 x0 处的秩为 1, 则不妨设 ∆v(x) ≥ c, 其中 c 为正常

数, 从而 v11(x) ≥ c
2 , 故

v22 ∼ 0.

对 φ(x) 求一阶导数, 则有

0 ∼ φi = v11iv22 + v11v22i ∼ v11v22i, i = 1, 2,

11
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从而

v22i ∼ 0, i = 1, 2.

对 φ(x) 求二阶导数, 则有
φij ∼ v11v22ij − 2v12iv12j,

从而

∆φ ∼ v11

2∑

i,j=1

v22ii − 2
2∑

i,j=1

v212i. (2.3)

记 f(∇v, v) = −1+|∇v|2
v , 则 (2.3) 式可写为

∆φ ∼ v11D22f − 2v2112. (2.4)

对 f(∇v, v) 关于变量 x2 分别求一、二阶导数, 有

D2f = fvv2 + fvpvp2 ∼ fvv2,

及

D22f =fvvv
2
2 + fvvpvp2v2 + fvv22

+ fvpvv2vp2 + fvpvqvp2vq2 + fvpvp22

∼fvvv
2
2.

(2.5)

由于 f(∇v, v) = ∆v = v11 + v22, 则

D2f = v112 + v222 ∼ v112,

从而

v112 ∼ fvv2, (2.6)

因此结合 (2.5) 和 (2.6), (2.4) 可写为

∆φ ∼ v11fvvv
2
2 − 2f 2

v v
2
2 = (ffvv − 2f 2

v )v
2
2.

由于 f(∇v, v) 关于变量 v 是凹的, 又
(
1

f

)

ν

= −fν
f 2

,

及 (
1

f

)

vv

= −fvv
f 2

+
2f 2

v

f 3
= − 1

f 3
(ffvv − 2f 2

v ),

12
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从而

∆φ ∼ −v22f
3

(
1

f

)

vv

≤ 0.

因此我们得到了估计 (2.2). 从而建立了常秩定理.
综上所述, 我们完成了定理 2.6的证明.

"
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第三章 特殊 Lagrangian 方程 Dirichlet 问题解的幂凸
性

在这一章, 我们给出本文的主要定理, 即给出二维特殊 Lagrangian 方程解的幂凸
性. 本章内容主要基于文献 Zhang-Zhou[53]. 具体地说,

定理 3.8 (Zhang-Zhou[53]) 令 Ω 为 R2 中的有界光滑严格凸区域. 令 θ ∈
(0,π/2) 为常数. 设 u ∈ C∞(Ω̄) 为 Dirichlet 问题





arctanλ1 + arctanλ2 = θ 在 Ω 中,

u = 0 在 ∂Ω 上,
(3.1)

的唯一解, 其中 λ = (λ1,λ2) 为解的 Hessian 矩阵 D2u 的特征值. 则函数 v = −
√
−2u

在 Ω 上是严格凸的.

首先我们给出证明的框架如下:
• 第一步: 建立形变引理, 见引理 3.2;
• 第二步: 利用形变引理建立常秩定理, 见定理 3.9;
• 第三步: 利用边界凸性估计, 得出矛盾, 见引理 2.1.

为了简便起见, 我们需要对记号做一些说明.

F ij =
∂F

∂vij
, F vp =

∂F

∂vp
, F v =

∂F

∂v
,

F ij,kl =
∂2F

∂vij∂vkl
, F ij,vp =

∂2F

∂vij∂vp
, F ij,v =

∂2F

∂vij∂v
,

F vp,vq =
∂2F

∂vp∂vq
, F vp,v =

∂2F

∂vp∂v
, F v,v =

∂2F

∂v2
.

3.1 常秩定理

本节我们将给出重要工具——常秩定理的证明.

对于二维特殊 Lagrangian 方程

arctanλ1 + arctanλ2 = θ ∈ (0,
π

2
)

14
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我们可写为

detD2u+ cot θ∆u− 1 = 0. (3.2)

令 v = −
√
−2u, 则有

ui = −vvi, uij = −vvij − vivj, i, j = 1, 2

且

∆u = −v∆v − |∇v|2,

detD2u = v2 detD2v + v|∇v|2∆v − v
∑

i,j

vivjvij.

因此方程 (3.2) 可写为

v2 detD2v + v|∇v|2∆v − v
∑

i,j

vivjvij − cot θv∆v − cot θ|∇v|2 − 1 = 0. (3.3)

即 v 为 Dirichlet 问题




F (D2v,∇v, v) = 0 在 Ω 中,

v = 0 在 ∂Ω 上,
(3.4)

的唯一解, 其中

F (D2v,∇v, v) =v2 detD2v + v|∇v|2∆v − v
∑

i,j

vivjvij

− cot θ v∆v − cot θ |∇v|2 − 1.

首先, 我们给出一个重要的引理, 即形变引理, 该引理在证明常秩定理的过程中起
到了关键性作用.

引理 3.2 (形变引理) 令 Ω 为 R2 中的任意区域, v ∈ C4(Ω) 为方程 (3.3) 的凸解.
令 φ(x) = detD2v(x), x ∈ Ω. 若 v(x) 的 Hessian 矩阵 D2v(x) 在一些点 x0 ∈ Ω 处的

秩为最小秩 1, 则存在 x0 的邻域 O 以及不依赖于 φ 的正常数 c, C, 使得在 O 中如果
∆v ≥ c/2, 则有

∑

i,j

F ijφij ≤ C(|∇φ|+ φ)

成立.

15
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证明: 由于 v(x) 为凸函数且 D2v(x) 在 x0 ∈ Ω 处的秩为 1, 则可假设 ∆v(x0) ≥ c,
其中 c 为正常数. 根据连续性, 则存在 x0 的邻域 O, 使得 ∆v(x) ≥ c/2, x ∈ O. 为了
简化计算, 我们使用第二章规定的记号.

现固定 x ∈ O, 通过选取合适的正交坐标系, 使得 D2v(x) 为对角矩阵, 且满足
v11(x) ≥ v22(x) ≥ 0. 由于 ∆v(x) ≥ c/2, x ∈ O, 则有

v11(x) ≥
c

4
.

接下来我们的计算将在固定的点 x ∈ O 上进行. 由于 D2v(x) 为对角矩阵, 则

0 ∼ φ = v11v22.

由于 v11 ≥ c/4, 则
v22 ∼ 0. (3.5)

对 φ 求一阶导数并结合 (3.5), 则有

0 ∼ φi = v11iv22 + v11v22i ∼ v11v22i, i = 1, 2,

从而还有

v22i ∼ 0, i = 1, 2. (3.6)

继续对 φ 求二阶导数并结合 (3.5) 及 (3.6), 则有

φij = v11ijv22 + v11iv22j + v11jv22i + v11v22ij − 2v12iv12j

∼ v11v22ij − 2v12iv12j.

从而得到

1

v11

∑

i,j

F ijφij ∼
∑

i,j

F ijv22ij −
2

v11

∑

i,j

F ijv12iv12j

# I1 + I2.
(3.7)

对于 I1, 我们对方程 F (D2v,∇v, v) = 0 关于变量 x2 求两次导数, 则有

0 =
∑

i,j

F i,jvij2 +
∑

p

F vpvp2 + F vv2, (3.8)
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和

0 =
∑

i,j,k,l

F ij,klvij2vkl2 +
∑

i,j,p

F ij,vpvij2vp2 +
∑

i,j

F ij,vvij2v2 +
∑

i,j

F ijvij22

+
∑

p,i,j

F vp,ijvp2vij2 +
∑

p,q

F vp,vqvp2vq2 +
∑

p

F vp,vvp2v2 +
∑

p

F vpvp22

+
∑

i,j

F v,ijv2vij2 +
∑

p

F v,vpv2vp2 + F v,vv22 + F vv22.

(3.9)

我们继续使用 (3.5) 和 (3.6), 则 (3.8) 及 (3.9) 可写为

0 ∼ F 11v112 + F vv2,

0 ∼ F 11,11v2112 + 2F 11,vv112v2 +
∑

i,j

F ijvij22 + F v,vv22.

从而得到

v2 ∼− 1

F v
F 11v112, (3.10)

∑

i,j

F ijvij22 ∼− F 11,11v2112 − 2F 11,vv112v2 − F v,vv22. (3.11)

将 (3.10) 代入 (3.11), 则得到

I1 =
∑

i,j

F ijvij22 ∼
[
−F 11,11 +

2

F v
F 11,vF 11 − 1

(F v)2
F v,v(F 11)2

]
v2112. (3.12)

对于 I2, 利用 (3.6), 则

I2 ∼ − 2

v11
F 11v2112. (3.13)

从而结合 (3.12) 及 (3.13), 得到

1

v11

∑

i,j

F ijφij ∼
[
−F 11,11 +

2

F v
F 11,vF 11 − 1

(F v)2
F v,v(F 11)2 − 2

v11
F 11

]
v2112. (3.14)

接下来我们计算 (3.14). 对方程

F (D2v,∇v, v) =v2 detD2v + v|∇v|2∆v − v
∑

i,j

vivjvij

− cot θ v∆v − cot θ |∇v|2 − 1.
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直接求导, 则有

F 11 = v2v22 + v|∇v|2 − vv21 − cot θ v ∼ vv22 − cot θ v,

F v = 2v detD2v + |∇v|2∆v −
∑

ij

vivjvij − cot θ ∆v

∼ v22v11 − cot θ v11,

以及

F 11,11 = 0,

F 11,v = 2vv22 + |∇v|2 − v21 − cot θ ∼ v22 − cot θ,

F v,v = 2 detD2v ∼ 0.

将上述各项代入 (3.14), 则有

1

v11

∑

i,j

F ijφij ∼ 2

(
1

F v
F 11,v − 1

v11

)
F 11v2112 ∼ 0,

因而
∑

i,j

F ijφij ≤ C(|∇φ|+ φ).

故得到引理的证明. "

然后, 我们利用形变引理 (引理 3.2) 证明本节主要结论——常秩定理.

定理 3.9 (常秩定理) 令 Ω 为 R2 中的任意区域, v ∈ C4(Ω) 为方程 (3.3) 的凸解.
则 v(x) 的 Hessian 矩阵 D2v(x) 在 Ω 上是常秩的, 即对任意的 x ∈ Ω, rank(D2v(x))

为常数.

证明: 记

l = min
x∈Ω

rank(D2v(x)).

显然, l 的取值只能有 0, 1 和 2. 根据方程 (3.3), 我们知道 l 是不能为 0 的. 事实上,
若 l = 0, 则 D2v(x) 为零矩阵, 从而 v(x) 不满足 (3.3) 式. 若 l = 2, 则结论是平凡的.
所以我们只需考虑 l = 1 的情形.

假设存在 x0 ∈ Ω, 使得 rankD2v(x0) = 1. 定义集合

Ω∗ = {x ∈ Ω | rank(D2v(x)) = 1}.
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根据连续性知 Ω∗ 为 Ω 中的闭集. 接下来需要说明 Ω∗ 为开集. 对于 Ω∗ 中的任意一点

x0, 取充分小的邻域 O, 从而我们有

φ(x0) = 0, φ(x) ≥ 0, ∀x ∈ O.

根据引理 3.2, 结合强极值原理 (定理 2.7) 知 φ(x) ≡ 0, ∀x ∈ O, 从而 Ω∗ 为开集. 因
此, Ω∗ = Ω, 即在 Ω 上 rank(D2v(x)) 为常数. "

3.2 定理 3.8 的证明

本节我们结合常秩定理 (定理 3.9), 利用连续性方法证明定理 3.8. 定理 3.8的证
明是标准的, 最早的参考文献可见 Caffarelli-Friedman[11], 或见 [29, 33, 37].

现在我们来证明定理 3.8.
证明: 首先我们注意到当区域 Ω 为单位球 B1 时, 则

v0(x) = −
√

tan θ
2
(1− |x|2), x ∈ B1

为 Dirichlet 问题 (3.4) 的唯一解. 显然, v0 为 B1 上的严格凸函数.
我们考虑如下的区域的形变

Ωt = (1− t)B1 + tΩ, 0 < t < 1,

其中 Ω 为任意的有界光滑严格凸区域. 显然, 当 t = 0 时, Ω0 = B1, 当 t = 1 时,
Ω1 = Ω. 根据凸体几何的理论, 我们知道 B1 可以通过 {Ωt}0≤t≤1 光滑形变得到 Ω, 其
中任意的区域 Ωt 均为有界光滑严格凸区域.

假设 vt 为 Dirichlet 问题




F (D2v,∇v, v) = 0 在 Ωt 中,

v = 0 在 ∂Ωt 上,

的解, 其中

F (D2v,∇v, v) =v2 detD2v + v|∇v|2∆v − v
∑

i,j

vivjvij

− cot θ v∆v − cot θ |∇v|2 − 1.

19



兰州大学硕士学位论文 二维特殊 Lagrangian 方程解的幂凸性

根据特殊 Lagrangian 方程的先验估计, 我们得到了 ‖ vt ‖C∞(Ωt) 的一致估计, 它的界
只依赖于 θ 和区域 Ω 的形状.

一方面, 由于 v0 为严格凸函数, 则当 δ > 0 充分小时, 对所有的 t 满足 t ∈ (0, δ)

时, 有 vt 也是严格凸函数; 另一方面, 若对所有的 t ∈ (0, t∗)(0 < t∗ < 1), 有 vt 在 Ωt

上为严格凸函数, 则 vt∗ 在 Ωt∗ 上为凸函数.
我们现在假设 v1 在 Ω1 = Ω 不是严格凸函数, 则存在某一时刻 t0 ∈ (0, 1), 使

得 t0 为 vt 为凸函数但不为严格凸函数的第一时刻. 这与定理 3.9(常秩定理) 和引理
2.1(边界凸性估计) 矛盾. 事实上, 由于 vt0 在 Ωt0 上为凸函数但不为严格凸函数, 则
不妨设 D2v(x0) 为半正定矩阵, 从而 rank(D2vt0(x0)) = 1, 依定理 3.9知, 对任意的
x ∈ Ωt0 , rank(D2vt0(x)) = 1. 由引理 2.1知, vt0(x) 在区域 Ωt0 \ Ωt0ε 上为严格凸的, 其
中 Ωt0ε = {x ∈ Ωt0 | d(x, ∂Ωt0 > ε}. 矛盾!

因此, 我们得到了主定理的证明. "

3.3 一个注记

最后我们给出一个例子来说明凹性指数为 1/2 是最优的. 具体地说, 对于函数
v(x) = −(2u(x))α, 其中 u(x) 为方程 (3.1) 的解, 我们找到区域 C, 使得当 α > 1/2 时,
v(x) 在区域 C 上不为凸函数. 对于 Dirichlet 问题 (1.1) 和 (1.4), Kennington[25] 和
Ma-Xu[37] 也分别给出了相应的例子来说明凹性指数 1/2 是最优的.

我们定义开锥

C = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1| < ax2}, (3.15)

其中 a ∈ (0, 1)且满足 cot θ > 2a/(1−a2). 令 Ω ⊂ C为一个有界凸区域,并且 y = (0, 0)

在边界 ∂Ω 上, z = (0, 1) 在区域 Ω 上. 定义

w(x) =
A(x2

1 − a2x2
2)

2
,

其中 A > 0 满足方程

a2A2 − cot θ(1− a2)A+ 1 = 0.

通过计算我们可以得到, w 满足




arctanλ1(D2w) + arctanλ2(D2w) = θ, 在 Ω 中,

w ≤ 0, 在 ∂Ω 上.
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由于 u 为 Dirichlet 问题 (3.1) 的解, 根据比较定理, 则在 Ω 上 w ≤ u. 特别地, 对任意
的 t ∈ (0, 1), 则有

−Aa2t2

2
= w(tz) ≤ u(tz) ≤ 0,

从而若 α > 1/2, 则
lim
t→0+

t−
1
αu(tz) = 0.

为了说明凹性指数是 1/2 为最优的, 我们不妨假设当 α > 1/2 时 −(−u)α 为凸函

数, 则

−(−u)α((1− t)y + tz) ≤ −(1− t)(−u)α(y)− t(−u)α(z) = −t(−u)α(z),

其中我们利用了 y = (0, 0) 和 z = (0, 1). 上式说明了 t−
1
αu(tz) ≤ u(z) < 0. 这与

lim
t→0+

t−
1
αu(tz) = 0

产生矛盾! 因此, 凹性指数是 1/2 为最优的, 即对于 −(−u)α, 当 α = 1/2 时为凸的, 当
α > 1/2 时不为凸.

综上所述, 我们找到了区域 C, 当 α > 1/2 时, v(x) 在区域 C 上不为凸函数, 因此
说明了凹性指数为 1/2 是最优的.
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第四章 总结与展望

本文主要研究了二维特殊 Lagrangian 方程解的幂凸性. 第一章, 我们简要回顾了
椭圆方程解的凸性问题的研究历史和现状; 第二章, 我们介绍了二维扭转刚性函数的
幂凸性; 第三章, 我们给出本文重要结果, 利用常秩定理得到二维特殊 Lagrangian 方
程解的幂凸性.

对于第三章的结果, 我们希望能够得到高维特殊 Lagrangian 方程解的幂凸性. 具
体地说, 设 Ω 为 Rn 中的有界光滑严格凸区域, 令 θ ∈ ((n − 2)π/2, (n − 1)π/2) 为常

数, 设 u ∈ C∞(Ω̄) 为 Dirichlet 问题





n∑

i=1

arctanλi = θ 在 Ω 中,

u = 0 在 ∂Ω 上,

的唯一解, 其中 λ = (λ1,λ2, · · · ,λn) 为解的 Hessian 矩阵 D2u 的特征值. 我们希望得
到函数 v = −

√
−2u 在 Ω 上是严格凸的.

对于完全非线性椭圆方程而言, Ma-Xu[37] 和 Liu-Ma-Xu[33] 分别建立了三维欧
氏空间中涉及 2-Hessian 算子 Dirichlet 问题解的幂凸性, 类似的, 我们希望能够得到
高维的结果. 例如, 我们考虑高维欧氏空间 2-Hessian 方程 Dirichlet 问题解的幂凸性.
具体地说, 设 Ω 为 Rn 中的有界光滑严格凸区域, 设 u ∈ C∞(Ω̄) 为 Dirichlet 问题






σ2(D2u) = 1 在 Ω ⊂ Rn 中,

u = 0 在 ∂Ω 上,

u < 0 在 Ω 中.

我们希望得到函数 v = −
√
−u 在 Ω 上是严格凸的. 再继续, 我们考虑高维欧氏空间

2-Hessian 方程特征值问题解的对数凹性. 具体地说, 设 Ω 为 Rn 中的有界光滑严格凸

区域, 设 u ∈ C∞(Ω) ∩ C1,1(Ω̄) 为特征值为问题





σ2(D2u) = Λ(−u)2 在 Ω ⊂ Rn 中,

u = 0 在 ∂Ω 上,

u < 0 在 Ω 中.

我们希望得到函数 v = − log(−u) 在 Ω 上是严格凸的.
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本文的结果主要是利用常秩定理结合连续性方法得到的, 同样的, Ma-Xu[37] 和
Liu-Ma-Xu[33] 也是利用常秩定理建立解的凸性. 正如我们第一章所介绍的, Alvarez-
Lasry-Lions[3] 提出了凸包络的方法, 也能得到一些有界凸区域上完全非线性二阶退化
椭圆方程解的凸性. 我们希望能够利用凸包络的方法得到 [37] 和 [33] 中高维情形的结
果.
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